Bifurkacie v ekonomickych modeloch

Modelovanie ekonomickych systémov

semestralna praca

Viktor Bachraty

Abstrakt

Praca sa v prvej casti zaobera matematickou teoriou  systemov
modelovanych pomocou sustavy nelinedrnych diferencidalnych rovnic.
Podrobnejsie rozobera podmienky stability takychto systéemov, a uvadza
zdakladneé pripady bifurkacii, pricom doraz kladie na pripad Hopfovej
bifurkdcie. Tato praca je sucastou appletu napisaného v jazyku Jython,
ktory umozinuje spominané modely simulovat resp. ich upravovat’ alebo
wtvarat nové modely. Dalej sa praca venuje ekonomickému modelu,
ktory  je zaloZeny na Kaldorovom modeli obchodného cyklu a  bol
vytvoreny —autormi v citovanych pracach. Na tomto modeli vyuZiva
poznatky z teorie bifurkacii a matematické vysledky sa snazi
interpretovat’ a podlozit simuldciami pomocou spominaného appletu.
Applet je dostupny online a je priamo spustitelny v lubovolnom
prehliadaci podporujucom Virtualny stroj Java.
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1 Uvod

Bifurkacn4 analyza ma vyuzitie v réznych oblastiach vedy, po¢ntc biologickymi systémami cez
mechaniku kvapalin, klimatologiu az po ekonomické modely. Vo vSeobecnosti kazdy spojity ¢asovo
zavisly proces mozno opisat’ sustavou diferencidlnych rovnic. Bifurkacnd analyza je vlastne
vySetrovanie vlastnosti diferencialnych rovnic s jednym alebo viacerymi parametrami. Pomocou nej
dokézeme urcit, za akych podmienok sa systém bude spravat’ deterministicky, ¢i uz bude konvergovat
do nejakého stabilného stavu, resp. vytvori sa cyklus stavov, medzi ktorymi sa bude pohybovat, alebo
bude divergovat do chaosu. V tejto praci st niektoré vztahy néazorne odvodené avSak exaktné
matematické dokazy a dosledné odvodenia presahuju jej ramec, cielom je priblizit' zékladné vztahy
potrebné k analyze konkrétneho prikladu.



2 Matematicka analyza

Systém diferencidlnych rovnic je vyjadreny ako:

0x

atl_fl(xl,xz xn)

0x,

E—fz(xl,xz---xn) (21)
ox,

at :fn(xl,x2"'xn)

Aby bol model uplny potrebujeme vediet podiatoény stav, teda vektor x°=(x7x%...x)" musi byt
definovany. 'V pripade, Ze systtm je linearny, tj. funkcia fi je tvaru
filx, %, x,)=a, % x +a,*x,...a,,%X, mdzeme ho zapisovat vo vektorovom tvare:

a, 4, ... a;,
ax:A} Y=|G2 G e ay (2.2)
a1 N

anl an2 ann

Stacionarne body

Stacionarny bod (equilibrium) je definovany nasledovne:
fix, %, x,)=0  pre i=1,2..n (2.3)

Stacionarny bod je teda bod, v ktorom je su prirastky funkcie nulové, teda derivacia je rovna nule. To
znamena, ze z tohto bodu sa systém uz nedostane. Podl’a toho, ¢i systém do neho konverguje, resp. od
neho diverguje, rozozndvame stabilné a nestabilné stacionarne body.

Topologicka klasifikacia stacionarnych bodov

Tok systému je mnozina vSetkych moznych trajektorii rieSenia t.j. trajektorii zo vSetkych moznych
pociatocnych bodov:

@, (X(1))=((x (1, %)), x,(¢,x3)) | (x1x3) je pociatocny bod (2.4)

Pomocou toku sustavy mozno definovat’ stability stacionarnych bodov:

e Pevnybod X' jepodlaLjapunova lokalne stabilny, ak pre kazdé &> 0 existuje 6 > 0 také, ze
plati:



[%(0)—%'|<6—|0,(%(0))—%'|<e preVt tzn. odchylka od pevného bodu ostava stéle na
nejakom jeho okoli €.

e Pevnybod X' jeasymptoticky stabilny prave vtedy a len vtedy, existuje 6 > 0 také, Ze plati:
[%(0)—%|<s—1lim,_|®,(¥(0))—%'|=0 tzn. odchylka od pevného bodu limitne konverguje
k0.

e Pevnybod X' je globalne asymptoticky stabilny prave vtedy ak plati:
lim,__|®,(%(0))—%'|=0 pre¥ pociatocnybod (0)

V pripade jednorozmerného systému plati, ze ak f '(x)<0 | stacionarny bod je stabilny — ma
pritazlivy G¢inok, je to atraktor, ak f'(x)>0 stacionarny bod ma odpudivy charakter.

V pripade dvojrozmerného systému je mozZnosti viacej. Ak je systém linedrny, vlastnosti
rovnovazneho bodu sa uréuju pomocou vlastnosti vlastnych cisel matice A. Ak systém nie je linearny,
tak ho mozeme linearizovat’ v okoli stacionarneho bodu. Plati to vSak iba za predpokladu, Ze vlastné
Gisla matice A maji nenulovi redlnu ast R(A,,)#0 . Takéto stacionarne body sa nazyvaju
hyperbolické stacionarne body. V opa¢nom pripade sa jednd o nehyperbolické stacionarne body,
ktorych stabilita sa musi urcit’ priamo. Linearizovany systém bude mat’ maticu A zhodnt s Jakobidnom
povodnej ststavy — t.j. maticou parcidlnych derivécii pdvodnej sustavy:

0fi(x; x,.,x,) 0f(x;x,....x,) 0f (x; %y, %,)

0x, 0x, 0x,
. 0 f sy OfaxiKaeeix)  Ofalx 5,
EZJX J= axl axz axn (25)

Of,(x;xy.,x,) Of,(x;x,..,x,) 0f,(x;x,....x,)
0x, 0x, ox,

Vlastné ¢islo a vlastny vektor matice A s definované nasledovne:
AV=AV (2.6)
kde v je vlastny vektor, a labda je vlastné ¢islo. Upravou dostaneme tvar:
(A=AT1)v=0 (2.7)

Rovnica mé trividlne rieSenie ak vektor v je nulovy. V opa¢nom pripade vlastné ¢isla su rieSenim
charakteristickej rovnice matice A. Ta je definovand ako determinant jej rozdielu s diagonalnou
maticou, ktorej diagonalu tvoria vlastné ¢isla matice A:

0=det(A—AI)=(=1)"A"+a, X' '+..+a,A+a, (2.8)



Takto pre dvojrozmerny pripad dostavame charakteristickll rovnicu tvaru:
F(A)=A*=p*A+q (2.9)

Kde konStanty p, q st definované nasledovne:
p=tr(d)=a, +a,,

2.10
q=det(A)=a, *ay—a,x*a, (210
Pri¢om funkcia trace je suma Cisiel na diagonale matice a det je determinant matice.
tr(A):all+a22+"+ann:Zaii (2.11)
RieSenia charakteristickej rovnice — vlastne ¢isla J teda su ¢isla:
_ptVp —dxg_tr(A)H\ir(Af —4xdet(A)
= =
2 2
— 2.12
A _p—\/p2—4*q_tr(A)—\/tr(A)2—4*det(A) (2-12)
= =
2

takto dostavame 2 rieSenia pre dvojrozmerny pripad.
Zakladné typy stacionarnych bodov sa delia do troch skupin:

Atraktory p>0,q>0 R(A,)<0
Repelery p<0, g>0 R(A,)>0
Sedlové body q< o0 R(A,)<0, R(A,)>0

Atraktory su stabilné body, ktoré pritahujt, spravaju sa ako vylevky, teda systém konverguje k nim,
teCie do nich — trajektorie smeruju do nich. Podmienka pre takéto body je, Ze p, q su kladné cCisla, teda
redlna Cast’ vlastnych &isel je je zaporna.

Odpudzujtce nestabilné body sa spravaji ako zdroje, teda systém od nich diverguje, ako keby prad
vytekal z nich — trajektorie vychadzaji z nich. Podmienka pre takéto body je, Ze p je kladné a q zaporné
Cisla, teda redlna Cast’ vlastnych ¢isel je je kladna.

Sedlové nestabilné body su také, ktoré v jednom smere pritahuji a v druhom, na neho kolmom
odpudzuju. Podmienka pre tieto body je, Ze q je zdporné a vlastné ¢isla maji opacné znamienka.

Vsetky d’alej uvadzané stacionarne body vznikaju na nasledovnom linearnom modeli:
X=ax+by
y=cx+dy (2.13)
Charakteristickd rovnica modelu:
P(A)=A*+ pA+g=A"+(a+d)A+ad—bc (2.14)
Stacionarny bod: E=(0,0)



Stabilny uzol - trajektdrie vstupuju priamo

Vznika, ak vlastné ¢isla st redlne a obe su zdporné.

Matica A znazorneného modelu: a=-3, b=1, c=1, d=-3

Pociato¢né body znazorneného fazového diagramu:

(0.5, 2);(-0.5, 2);(0.5, -2);(-0.5, -2);(2, 0.5);(2, -0.5);(-2, 0.5);(-2, -0.5);(-2,-2);(-2,2);(2,-2)3(2,2);

Obr. 1: Stabilny uzol

Nestabilny uzol - trajektorie vystupuji priamo

Vznika, ak vlastné Cisla su realne a obe st kladné.

Matica A znazorneného modelu: a=3, b=—1, c=—1, d=3

Pociato¢né body zndzorneného fazového diagramu:
(0.5,0.4);(0.4,0.5);(0.5,0.5);(-0.5,0.5);(0.5,-0.5);(-0.5,-0.4);(-0.4,-0.5);(-0.5,-0.5);

Obr. 2: Nestabilny uzol



Sedlovy bod — v jednom smere pritahuje a v druhom odpudzuje
Vznika, ak vlastné ¢isla st redlne a maji rozdielne znamienka.

Matica A znazorneného modelu: a=1, b=-3, ¢=-3, d=1
Pociato¢né body zndzorneného fazového diagramu:
(0.5,-0.5);(-0.5,0.5);(10,10);(-10,-10);(11,10);(10,11);(-11,-10);(-10,-11);

Obr. 3: Sedlovy bod

Navijajuca sa Spirala — trajektorie smeruju do stredu Spiraly

Vznikd, ak vlastné ¢isla sit komplexné a obe maju zaporné redlne Casti.
Matica A znazorneného modelu: a=-3, b=6, c=—-2, d=1
Pociatocné body znazorneného fazového diagramu:
(-10,-10);(-10,0);(-10,10);(10,-10);(10,0);(10,10);(0,-10);(0,10);

Obr. 4: Navijajuca sa Spirdla



Odyvijajtica sa Spirala — trajektorie smeruji von zo stredu Spiraly

Vznika, ak vlastné ¢isla st komplexné a obe maju kladné realne Casti.

Matica A znazorneného modelu: a=3, b=—6, c=2, d=—1

Pociato¢né body zndzorneného fazového diagramu:
(-0.10,-0.10);(-0.10,0);(-0.10,0.10);(0.10,-0.10);(0.10,0);(0.10,0.10);(0,-0.10);(0,0.10);

Obr. 5: Odvijajuca sa Spirdla

Stabilna sa hviezda — trajektorie smeruju po priamkach do stredu

Vznika, ak vlastné ¢isla st redlne, rovnaju sa a obe maji kladné reélne Casti.

Matica A znazorneného modelu: a=-2, b=0, ¢=0, d=-2

Pociato¢né body znazorneného fazového diagramu:

(0.5, 2);(-0.5, 2);(0.5, -2);(-0.5, -2);(2, 0.5);(2, -0.5);(-2, 0.5);(-2, -0.5);(-2,-2);(-2,2);(2,-2);(2,2);

Obr. 6: Stabilna hviezda



Nestabilna sa hviezda — trajektdrie smerujl po priamkach do stredu

Vznika, ak vlastné ¢isla s redlne, rovnaji sa a obe maju kladné realne cCasti.

Matica A znazorneného modelu: a=—-2, b=0, ¢=0, d=2

Pociato¢né body zndzorneného fazového diagramu:

(0.5, 2);(-0.5, 2);(0.5, -2);(-0.5, -2);(2, 0.5);(2, -0.5);(-2, 0.5);(-2, -0.5);(-2,-2);(-2,2);(2,-2)3(2,2);

Obr. 7: Nestabilna sa hviezda

Elipsa — trajektorie vytvaraju elipsy okolo stacionarneho bodu
Vznika, ak vlastné Cisla st rydzi imaginarne.

Matica A znazorneného modelu: a=-—1, b=1, ¢=—-2, d=1
Pociato¢né body znazorneného fazového diagramu:
(1,1):(2,2):3.3);

Obr. 8: Elipsa



Limitny cyklus
Oproti linearnym sytémom sa v nelinearnych moze navySe objavit’ novy fenomén — limitny cyklus.
Tento jav vznikd, ked’ atraktorom nie je jeden bod ale nejaky uzavrety cyklus. Trajektoria z bodu mimo

Obr. 9: Limitny cyklus

tohto cyklu sa potom k nemu priblizuje (vzd’al'uje) po Spiralovitej drahe, az kym sa s nim v nekone¢ne
nestotozni. Definicia: Uzavreta fazova trajektéria sa nazyva limitny cyklus, prave vtedy ak je
izolovana od inych uzavretych trajektorii, teda existuje nenulové okolie neobsahujuce iné uzavreté
trajektorie.

Existuja 3 typy limitnych cyklov:

Stabilné — spravaju sa ako atraktor, teda trajektorie pritahuje, ktoré sa priblizuji k nemu po Spirdlovitej
drahe, ak t konverguje do nekonecna

Nestabilné — spravaju sa ako repeler, teda trajektorie odpudzuje, ktoré sa vzd’al'uji od neho

po Spiralovitej drahe, ak t konverguje do nekone¢na

Polostabilné — na jednej zo stran ( vnatornej, resp. vonkajSej ) pritahuje a na druhej odpudzuje —

z jednej sa trajektdrie navijaja a z druhej sa vzdal'uju

Bifurkacie

Bifurkacia v matematickej analyze dynamickych systémov je jav, ked’ sa malou zmenou parametra
zasadne zmeni dlhodobé spravanie systému. Predstavme si diferencidlnu rovnicu, ktord obsahuje
parameter o

0xlot=f(%, x) (2.15)
Pri zmene parametra moze nastat’ zmena kvantitativna alebo kvalitativna. V prvom pripade sa graf

napriklad posunie, bude strmsi alebo pod. V druhom pripade pri prekroc¢eni hranice nastane zmena
topologie grafu. Vtedy nastala bifurkacia.



RozliSujeme 2 typy bifurkacii — lokdlne a  globalne. Lokalna bifurkdcia je zmena stability
stacionarneho bodu, periodického cyklu, alebo invariantnej mnoZiny, vyvoland malou zmenou
parametra systému. Globalne st také, pri ktorych sa meni stabilita systému v dosledku viacerych
faktorov, takéto bifurkéacie nie st analyzovatelné iba pomocou stability stacionarnych bodov. V d’alsej
Casti sa budeme venovat’ lokalnym bifurkaciam.

Lokalne bifurkacie

Tento typ bifurkécii nastava pri zmene jedné¢ho alebo viacerych parametrov a prejavuje sa zmenou
topologie systému na urcitom okoli

Jednorozmerny systém
V jednorozmernom systéme sa moze vyskytovat’ transkriticka a tangencialna bifurkécia.

Transkriticka bifurkacia (transcritical bifurcation)

Je to najjednoduchsi pripad. POvodna sustava ma 2 stacionarne body, jeden stabilny a druhy nestabilny.
Ako sa tieto body pri zmene parametra postupne pohybuju, koliduji a v bode kolizie zmenia stabilitu.
Vyskytuje sa v nasledovnom modeli:

0xlot=f(x)=x(x—x) (2.16)

Stacionarne body st body 0 a a. Stabilita sa da overit pomocou derivacie funkcie f'(x)=ax—2x Ak
je a < 0, rovnovazny bod x = 0 je stabilny, ak o > 0, potom je nestabilny. Pre druhy bod x = a je
stabilit a opacna ako v prvom pripade. Ak je o =0, tak systém ma len jeden stacionarny bod v bode 0.
V tomto bode nastdva bifurkécia — obr. 10. Ako vidno, ak a prechddza bodom 0, nulovy stacionarny
bod sa zmeni zo stabilného (Cierna) na nestabilny (Cervend) a stacionarny bod x = a sa zmeni z
nestabilného na stabilny.

Obr. 10: Stabilia stacionarneho bodu pri
transkritickej bifrukdcii



Tangencialna bifurkacia (tangential bifruaction)

V tejto bifurkécie ide o spojenie dvoch staciondrnych bodov do jedného, ktory pri d’alSej zmene
parametra uplne zmizne. Prikladom je nasledovny model:

dxlot=f(x)=x"—«
x =V x,=V« (2.17)
f(x)=2x

V tomto modeli mame 2 stacionarne body X, X, za predpokladu, ze o > 0. Jeden je stabilny a druhy je
nestabilny. Ak a, klesa, stacionarne body sa priblizuju az kym sa nespoja do jedného stabilného
pevného bodu. Ak je a <0, redlne atraktory neexistuju.

Hopfova (Andronov-Hopfova) bifurkacia

Je to casty pripad lokéalnej bifurkdcie nelinedrnej funkcie. VyznaCuje sa tym, ze pri varidcii
bifurkacného parametra alebo parametrov sa straca stabilita fixného bodu, ktory zanika a vznika
namiesto neho limitny cyklus. Podla toho, ¢i je cyklus stabilny alebo nestabilny, rozliSujeme
superkritickt a subkriticki Hopfovu bifurkaciu. Pri Hopfovej bifurkacii par komplexne konjugovanych
vlastnych ¢isel Jakobidnu linearizacie systému pretina imaginarnu os — t.j. v bode bifurkacie su rydzo
imaginarne. Systém prechadza zo stabilného bodu do limitného cyklu s urcitou amplitidou. Tento
cyklus je stabilny, ak prvy Ljapunovov koeficient je negativny, ¢ize bifurkacia je superkriticka. V
opacnom pripade je bifurkacia subkriticka.

Podmienky vzniku Hopfovej bifrukécie:
Nech je dany nelinearny dynamicky systém s parametrom o,

0x,

W:f1(‘x:x1 xz)

ox, (2.18)
W:fzhx’?ﬁ X,)

ktory mé stacionarny bod v zaéiatku suradnicovej sustavy pre vietky hodnoty parametra o. Dalej nech

pri hodnote o = a0 st vlastné ¢isla linearizovanej ststavy rydzo imagindrne. Ak pre redlne Casti

vlastnych cisel plati podmienka ze redlna cCast' ich derivacie podla parametra je kladna,
010a{R[A,(x)]}>0 a stacionarny bod je asymptoticky stabilny, potom v fiom vznikd pri

hodnote parametra 00 Hopfova bifurkacia.

Normaélna forma Hopfovej bifurkacie:

g—j:x(6+b|x|2) b=o+Bi (2.19)

pri¢om x,b st vo v§eobecnosti komplexné Cisla a d je sledovany parameter. Potom prvy Ljapunovov
koeficient je cislo alpha.



Superkriticka Hopfova bifurkacia:
Ak a <0, tak pre 6 > 0 vznikd stabilny limitny cyklus:
x(t)=re'" ,kdepolomer x(¢)=re'®" auhlovarychlost w=8r
Subkriticka Hopfova bifurkacia:
Ak a> 0, tak pre 6 <0 vznikd nestabilny limitny cyklus:

x(t)=re'" ,kdepolomer x(t)=re'" auhlovarychlost w=gr"
Hopfove bifurkacie vznikaji v znadmych systémoch ako Hodgin-ov-Huxley-ho model neurénu,
Belousov-Zabotinského reakcii, alebo najzndmenSom priklade chaotického spravania sa systému —
Lorenzovom atraktore.

Niemark-Sackerova bifurkacia

Je to zvlastny pripad Hopfovej bifurkécie, ktora prebehne na stabilnom limitnom cykle. Predstavme si
limitny cyklus v trojrozmernom priestore a Spirdlu k nejakému bodu patriacemu do cyklu na jeho
priereze. Tento bod strati rovnovéhu a stane sa nestabilnym, prebehne na nom Hopfova bifurkacia.
Predstavme si, Ze to prebehne na kazdom bode, vznikne tym anuloid okolo pévodného limitného cyklu.
Takejto bifurkacii hovorime Neimark-Sackerova.

Bifurkacia sedlo-uzol (Saddle-node)

Je to pripad lokélen;j bifurkacie, v ktorej dva stacionarne body anihiluji do jedného. Je to analogicky
pripad k tangencialnej bifurk4cii v jednorozmernom priestore. Nazyva sa sedlo-uzol preto, lebo jeden
stacionarny bod je stabilny (uzol) a druhy je nestabilny (sedlo).

Normalna forma:
o0x 2

57=a+x (2.20)

Ak o <0, mame 2 staciondrne body a to stabilny —+—« anestabilny ++v—ox .
Ak o =0, mame prave 1 stacionarny bod
Ak a > 0, stacionarne body neexistuju

Klesanim paramtera v bode 0 sa stacionarne body zlucia a pri d’alSom klesani aj zla¢eny bod zanikne.
NadKkriticka bifurkacia (Transcritical bifurcation)
Tato bifurkéacia podobne ako v jednorozmernom pripade aj tuto sa jedna o stretnutie 2 stacionarnych

bodov s opacnou stabilitou a vymena ich stability. Na to, aby sa vyskytla aj v 2D prietore, vzdy musi
byt’ jedno z vlastnych ¢isiel nulové.



Podmienky:

f(0,x)=0
azx i (2.21)
o f o f
PR (0,0)>0 52 (0,0)>0
Normalna forma:
g—’t‘:rx—x2 (2.22)

Typickym prikladom je rovnica spotrebitel’- producent, v ktorom spotreba je umerna k mnozstvu

poskytovaného tovaru:

g—jzrx(l—x)—px
e rx(l—x) jelogisticka fukcia produkcie tovaru x

e px je spotreba umernd k mnozstvu tovaru x
Zdvojenie periody (period doubling bifurcation, flip bifurcation)

Je to pripad bifurkacie, ked’ systém zmeni spravanie tak, Ze vznika trajektoria s dvojitou periodou
povodného systému. Vyskytuje sa iba v diskrétnych systémoch. Po urCitom pocte iteracii vznika
chaotické spravanie systému. Existuje aj opacny pripad, kde peridoda sa rozpol'uje, takato bifurkacia
vedie systém z chaosu k jednoduchSiemu deterministickému poriadku.

Podmienky:

£(0,0)=0

of o f

2L (0,0)=-1 0,0)<0

0x (0,0) ox’ (0,9) (2.23)
3

0 {(0,0)<o

0x

Potom méame intervaly (o, 0),(0,x,)ae>0 také, Ze plati:
e Ak «€(0,x,) tak f(x) mé jeden nestabilny stacionarny bod a jeden orbit, s periodou dva, pre
xE(—¢€,¢€)
o Ak «a€(x 0) tak f(x) ma jeden stabilny stacionarny, pre x€(—e¢,¢)

Najjednoduchsia funkcia obsahujuca tento typ bifurkacie je
f(x)=a—x—x" (2.24)
V ekonomcikych modeloch je typickym prikladom Philipsova krivka.

Vidlova bifurkacia (pitchfork bifurcation)

Tato bifurkacia sa podobne ako Hopfova, vyskytuje v dvoch formach — subkritickej a superkriticke;.



Vznikd v systémoch, ktoré su symetrické. Je podobnd ako rozdvojenie peridody, len pdovodny
stacionarny bod nezanikne, ale iba zmeni stabilitu. V pripade superkritickej stabilny stacionarny bod sa
zmeni na nestabilny a vznikna dva d’alSie stabilné staciondrne body. V pripadu subkritickej nestabilny
bod sa zmeni na stabilny a vznikaji d’alSie dva nestabilné stacionarne body.

A

X

>

GO a

Obr. 11: Stabilita stacionarneho bodu pri siperkritickej
vidlovej bifurkacii

Podmienky:

~f(r.)=f (=x,) 3
OF (0.0)=0 L (0,020 L (0,020

6x 6)( 8x3 (225)
of _o &S
. (0,0¢,)=0 ao(ax(O,O(o);éO

Ak je funkcia f nepérna, jej prva a druha derivacia podl'a x v bode ay je nulova, a tretia je nenulova,
prva derivacia podl'a parametra je tiez nulova a zmieSana derivacia podl'a x a parametra je rozdielna od
nuly, tak v bode (0, ay ) vznika vidlova bifurkacia. Podl’a toho, ¢i je tretia derivacia kladné alebo
zaporna, sa rozliSuje subkriticky a superkriticky priklad.

o f <0  superkriticka
0, D ,
SO Do sublvirickd (2.26)

Normalna forma;
_ 6 X _ 3
FEPRRGEI: —t—(xx+x (2.27)

VTavo je normélna forma subkritickej a vpravo superkritickej vidlovej bifurkacie.



Globalne bifurkacie

Globalne bifurkécie sa vyskytuja ak véc¢sie invariantné mnoziny, ako napriklad periodické orbity alebo
limitné cykly koliduju s rovnovaznymi bodmi. Sposobuje to zmenu v celkovej topologii, ktord sa neda
vySetrit’ iba na nejakom malom okoli ako v pripade lokalnych bifurkacii. Zmeny v topoldgii sa mézu
vztahovat’ na 'ubovolne velku oblast’ fazového priestoru.

Prikladmi najcistejSich globalnych bifurkacii st:

Homoklinicka bifurkacia - kolizia stabilného orbitu (limitného cyklu) so sedlovym bodom, vznika
orbit, ktory obsahuje sedlovy bod — v iom sa nachadza zlom, ked’Ze sedlovy bod v jednom smere
pritahuje a v druhom odpudzuje. Orbit vychadza a kon¢i v tom istom sedlovom bode.

Heteroklinicka bifurkacia - kolizia limitného cyklu s viacerymi sedlovymi bodmi, podobne ako v
pripade homoklinickej bifirkacie vznika orbit, ktory v§ak vychadza v jednom a kon¢i v inom
sedlovom bode.

Bifurkacia s nekonecnou periédou — na limitnom cykle vznikna sucasne dva stacionarne body, pri
urcitej hodnote parametra sa rychlost’ oscilacii zmenSuje a peridda limitného cyklu dosiahne
nekonecno.

Kodimenzia (Codimension)

Je to pocet parametrov, ktoré sa musia sucasne zmenit’, aby vznika bifurkacia. Je to vlastne dimenzia
podpriestoru mnoziny parametrov ktoré spdsobuju bifurkaciu z celého priestoru parametrov, ktoré
mozeme menit. Vel'mi zndma a dobre analyzovana bifurkacia kodimenzie 2 je Bogdanov-Takens-ova
bifurkacia, pri ktorej dochddza pri variacii dvoch parametrov k trom bifurkaciam sicasne — jednej
bifurkacii sedlo-uzol, Hopfovej bifurkacii a homoklinickej bifurkacii.



3 Lorenzov atraktor

Jeden z najznamejSich modelov, na ktorych mozno pozorovat’ rozne druhy bifurkacii a vznik chaosu je
matematicky model atmosféry vytvoreny Edwardom Lorenzom. Autor pozorovanim zistil, Ze pocasie
sa nie vzdy sprava tak, ako by to predpokladal jeho model. V§imol si, Ze malé zmeny v pociatocnych
podmienkach vyvolavaju uplne odlisné vysledky. Tato citlivost’ na pociatocné podmienky sa nazyva
ako “efekt motylych kridel”. Jednoducha interpreticia hovori, Ze zatrepotanie kridlami motyla v
nejakej Casti sveta mdze vyvolat’ tornado v Uplne inej Casti sveta. Zjednodusenim povodného modelu s
dvandstimi premennymi ziskal ststavu 3 diferencidlnych rovnic ktoré maju pri urc¢itych zaciatocnych
podmienkach trajektoriu zhodou okolnosti pripominajucu motylie kridla. P6vodna vlastnost’, Ze mala
zmena pociato¢ného bodu o jednu desattisicinu sa po ur€itom pocte iteracii (pri inak konStantnych
parametroch) vyvold zasadni zmenu vo vyvoji systému, zostala zachovana. Zakladom st nasledovné
rovnice:

di—a(y—x)

dt

D —r(p-2)-y 3.1)
dz

oY Bz

Z technického hl'adiska ide o nelinedrny trojrozmerny deterministicky systém. Je dokdzané, ze pri
urcitych parametroch ma systém chaotické spravanie a jeho atraktor je zvlastny (divny) atraktor.
Jeho Hausdorfova dimenzia je priblizne 2.06. Typicky sa parametre zvyknl nastavovat’ na
o=10 p=28 B=8/3 , vtedy vznika trajektoria tvaru motylych kridiel.
Stacionarne body:

o3 o(y—x) . trividlne riesenie %=(0,0,0)
6_’;:f(}): x(p—z)—-y|F0  x,=(VB(p—1),VB(p—1),p—1) (3.2)
xy—Bz Z,=(=VB(p=1),—VB(p—1),p~1)

Jakobian v tomto bode bude:

-0 O 0 -0 O 0
J=lp—z -1 —x =|p -1 0 (3.3)
y x —B (0,0,0) 0 0 -8

Aby sme predisli vypoctu kubickej rovnice, moézeme vlastné Cisla pocitat’ pomocou definicie ako
determinant rozdielu Jakobianu a diagonalnej matice s vlastnymi ¢islami — vyuZzijeme tym mnozstvo
nul v matici:



O=det(A—AI)=| p —1-A 0 |=(—B-A)[(—o—=A)(-1-A)—0p]
0 0 —F-A (3.4)
PA)=(—B-2)[A+(c+1)A+0 (1—-p)]
RieSenim charakteristickej rovnice v stacionarnom bode E(0,0,0) je vlastné ¢islo a parametre
A,=—B , adalsie rieSenia zavisia od koeficientov ~ p=1+0,g=0(1—p)
Pre kazdy typ bodu existuje kombinécia parametrov o, f,p (neuvadzame vSetky kombinacie
parametrov, pretoze je ich vela a typy bodov sa opakuju) :
Typ staciondrneho Podmienka pre p, q | Podmineka pre Nasledok podmienky
bodu parametre
1 |Attraktor p>0,q>0 B>0 p<1 o>0 R(A,5)<0 A A,<0
2 |Repeller p<0,gq>0 o<—1 p>0 B<0 R(A5)>0 A A >0
3 |Sedlovy bod q< 0 p>1 0>0 R(A,)<0, R(A;)>0

Exaktny dokaz vlastnosti Hopfovej bifurkacie nie je v takomto systéme trividlna zalezitost,, preto sa
nim zaoberat’ nebudeme. Pre urcité Specidlne pripady parametrov pre vSetky tri stacionarne body ho
mozno najst’ v [5]. Pre nase Gcely ndjdeme parametre pri ktorych prichadza k Hopfovej bifurkacii
jednoduchou uvahou. Vlastnosti, ¢i je bifurkacia subkriticka alebo superkritickd, si overime pomocou
numerickej simuldcie.

Pri hl'adani podmienok, ked’ dochédza k bifurkacii mézeme vychadzat z definicie Hopfovej bifurkacie
ako straty stability staciondrneho bodu (atraktora) pricom vlastné ¢isla Jakobianu pretinajii imaginarnu
os. Budeme teda hl'adat’ také hrani¢né podmienky, pri ktorych mé charakteristickéd rovnica
P(A)=(=B=A)[A*+(c+1)A+0 (1—p)] dve komplexne zdruzené rydzo imaginarne rieSenia. Tato
podmienka bude splnend, ak plati (0+1)=0A0 (1—p)>0 (vtedy rovnica A’+ pA+¢=0 prejde

dotvaru A'+g=0 preg>0 ) Odtial dostivame podmienky 0=—1 A p>1 . Sucasne musi
platit, Ze v jednej z oblasti, ktoré hrani¢nd hodnota o =—1 oddel'uje, musi byt stacionarny bod
E(0,0,0) stabilny — vSetky vlastné ¢isla musia mat’ zaporné realne Casti. Odtial podmienka B>0 .
Teraz uz 'ahko mozeme ukazat’, ze ak platia podmienky o<—1 A p>1 A B>0 , staciondrny bod
E(0,0,0) je stabilny a pri hrani¢nej hodnote o =—1 pretinaju korene charakteristickej rovnice
imaginarnu os. Za tychto podmienok dochédza k Hopfovej bifurkacii. Numericka simulécia predpoklad
overuje.



Obr. 13: Fazovy diagram Lorenzovho Obr. 12: Fazovy diagram Lorenzovho
modelu pri parametroch, pri korych je bod ~ modelu pri parametroch, pri korych okolo
(0,0,0) atraktorom stredu (0,0,0) existuje limitny cyklus

Obrazky 12 a 13 ukazuju Hopfova bifurkacia pri Lorenzovom systéme. VIavo fazovy diagram pri
parametroch 0=—0.95 p=2 B=3 ,ked pociatok stradnicovej sustavy E(0,0,0) je atraktor.
Vpravo simuldcia s parametrami o =—1.05 p=2 =3 , pri ktorych je staciondrny bod nahradeny
limitnym cyklom. Obidve simulacie vychadzaju z poc¢iato¢ného bodu (0, 1.1, 0). Bifurkécia nastava pri
hodnote parametra o =—1



4 Kaldorov model

Kaldorov model obchodnych cyklov (Kaldor model of business cycles) je jednym z prvych a
najjednoduchsich modelov. Napriek tomu je vSak vel'mi vhodny a ndzorny priklad na ktorom moZno
pozorovat’ spravanie nelinearnych diskrétnych systémov. Zaoberaju sa nim mnoh¢ Stadie, jednou je aj
[4], ktora obsahuje odkazy na mnoZzstvo d’alSich.

Kaldorov model predpokladd, ze globdlna ponuka (produkcia) Y vSetkych firiem na trhu ma svoj
ekvivalent v podobe prijmu a generuje dopyt po spotrebe C ako aj dopyt po investiciach I, ktoré
zavisia jedine od aktudlnej ponuky Y a kapitalovych rezerv K. Je tieZ zname, Ze firmy svoju produkciu
Y upravuji podla aktudlneho presahu dopytu C+I nad ponukou. Tieto predpoklady mozno formélne
vyjadrit’ pomocou nasledujucej stistavy rovnic:

Yl+l:Yt+u(ct+[t_Yt>:Yt+u([t_St)
Kt+1:(1_5)Kt+1t
(4.1)
S=Y-C
u>0, 0<s5<l1

Konstanta u vyjadruje rychlost’ prispdsobenia ponuky voci dopytu — ak je prili§ nizka, znamena bud’
vysoku obavu z rizik alebo urcité monopolné postavenie na trhu — ak je prili§ vysokd znamena prilis
prudké reakcie ktoré mozu byt sposobené vysokym konkurencnym tlakom, alebo sklonom znésat’
vyssie rizika. S reprezentuje Uspory, konStanta & vyjadruje starnutie (amortizaciu) kapitalu. Kaldor
predpokladal, Ze pre dani hodnotu K, totdlna marginalna naklonnost minat prostriedky

0CloY+01/0Y je pri normalnej produkcii viacsia ako jedna resp. mensSia ako jedna pre vysoké
resp. nizke urovne produkcie. Vyjadrit' to mozno pomocou funkcie uspor S=Y - C (rozdiel medzi
prijmom a spotrebou) proporcionalnej k prijmom S=07Y,kdec=1-0C/0Y je konStantna miera
sklonu k Setreniu uspor. V. mnohych modeloch sa pouziva nelinearna funkcia funkcia tspor, avsak kvoli
jednoduchosti postatuje aj oby&ajna linedrna zavislost. Daldim predpokladom je, Ze dopyt po
investiciach je funkcia sigmoidalneho tvaru pri 'ubovolnej hodnote kapitalu pricom ak rastu kapitalové
rezervy, klesa dopyt po investicidch a naopak. Najjednoduchsi matematicky model, ktory umoziuje
toto simulovat’ je navrhnuty v praci [4] nasledovne:

S,=07,
I=0a+y %—K,)+arctan(Yt—0() 4.2)
kde koeficient o0=1-0C/0Y, 0<o <l reprezentuju sklon k usporam, « reprezentuje

“normalnu” Groven prijmu (exogénne dant ako oc¢akavania firiem) a o*«/§ je “normalna” Uroven
kapitalu. Druhd rovnica v (4.2) teda vyjadruje, Ze dopyt po investiciach je zlozeny z troch ¢lenov -

prvy je Groven oCakavanych uspor (kedZe Y =« je ofakdvany prijem a o je skon k isporam),
druhy je rozdiel normalnej turovne kapitdlovych rezerv a aktualnych, pricom umeru vyjadruje
koeficient y , ktory je vlastne rychlost' prispdsobovania, a treti ¢len je rastica funkcia
sigmoidalneho tvaru, ktord zavisi od rozdielu aktualneho prijmu a “normalnej” hodnoty. Dosadenim
tychto rovnic do pdvodného modelu dostavame dvojrozmerny nelinearny diskrétny dynamicky systém:



Y, . =Y 4ulooty %—Kt)+arctan(Y,—o<)—0'Y,
(4.3)
o«
K, =(1-6)K+oaty T—Kt)+arctan(Y,—o<)

Tento dynamicky systém obsahuje jeden exogénne dany “normélny” alebo stacionarny bod
(x,0x/8) apodla hodndt ostatnych parametrov mdze obsahovat’ aj viacero d’alSich stacionarnych

bodov. V d’alSej Casti sa budeme venovat’ analyze tohto modelu pri zmysluplnych hodnotach
parametrov. Systém obsahuje 4 parametre

e y koeficient prispdsobovania medzi normalnou ak aktualnou kapitdlovou rezervou

e O starnutie, amortizacia kapitalu

e u rychlost prisposobovania sa firiem dopytu

e o koeficient sklonu ku kumulacii uspor, Setrenia
Budeme predpokladat’, ze parametre y a & su konStantné, venovat’ sa budeme iba stavovému
priestoru parametrov o a u ,

Q=((u,0): u>0, 0<o<1]} (4.4)

Zaujimavé je, ze systém je invariantny voci parametru  u . Ukdzat’ sa to d& pomocou jednoduchej
substitucie, tak aby sa stacionarny bod (&, o «/8) posunul do bodu (0,0)

O X
x,:K,—(S—
=Y, —«

Yem e (4.5)
xt+1:(l_y_5)xt+arCtan(yt)

Vi =—Hyx+(1—po)y,+parctan(y,)

Je zrejmé Ze topoldgia tohto systému je identicka s topoldgiou pdvodného, ked’Zze ide o ekvivalentna
operaciu, inverznou substiticiou moZzme dostat’ naspat’ povodny systém. V novom systéme vSak
parameter « nevystupuje. Tento parameter iba posuva cell sistavu z pociatku do iné¢ho bodu a na
topologiu nemd Ziadny vplyv. Systém je sumerny podla rovnovazneho bodu v pociatku, z toho
vyplyva, Ze aj trajektoria, ktora vznikne pri simulacii bude symetricka.

Stacionarne body:
Stacionarne body modelu (4.3) st rieSenia ststavy rovnic po dosadeni K, =K, Y, =Y, :

ox+y %—K)Jrarctan(Y—(x)—U Y=0
(4.6)
ox+y %—K)Jrarctan(Y—a)—cSK:O




Kk=Zy
5
o(y+96)

T(Y—a):arctan(Y—cx)

(4.7)

Prvé rovnica vyjadruje vztah medzi hodnotami premennych K a Y, z druhej dostavame stacionarne
body v miestach, kde sa linearna funkcia 22@ (Y —) pretina s tangencialou

z=arctan(Y —«) . Pretinat’ sa moézu bud’ v jednom bode alebo v troch. Okrem podiatku sa pretinaji

v d’al§ich bodoch iba v pripade, ak plati, ze linearna funkcia zzw y rastie v pocCiatku
d arctan (x) (
dx

funkcie musi byt vic¢sia ako 1. M6zme preto vyslovit' tvrdenie, Ze ak plati podmienka

pomalsie ako tangencidlna z=arctan(y) .Ked'Ze plati 0)=1 , smernica linearnej

. . . . * — 0-
o=6/(y+s) | systém obsahuje iba jeden stacionarny bod v £ =(a, 0‘3) . V pripade ak
0<6/(y+6) | systém obsahuje d'alsie staciondrne body P @O | ktoré st simerné vo&i bodu

. o
E =(a, 3) . Ich polohy mozno ur¢it’ pomocou nejakej numerickej metody. Je dolezité si

uvedomit’, Ze z ekonomického hl'adiska stacionarny bod E je interpretovany ako Gplny rovnovazny
bod, ked’Zze hodnoty kapitalu a prijmov odpovedaji ocakavaniam, kym v ostatnych rovnovaznych
bodoch tato podmienka splnena nie je.

Stabilita stacionarnych bodov:
Stabilita sa urci ako zvyc¢ajne pomocou Jakobianu sustavy, ktory je nasledovny:

U
1+—H ——po  —uy
2
Jv k)= 1t —o (4.8)
—H 1-6—y
1+ (Y —«)

. * o , , Y )
V stacionarnom bode E =(«,«x E) dostavame dosadenim za y ¢islo 0 maticu:

_|[1+u(l=0) uy
J=
| 5y (4.9)

Z nej dostaneme charakteristicku rovnicu a konStanty p, q:

P(z)=z+pz+gq
p=Tr(J),q=Det(J)
(4.10)
p=2+u(l—o)—(s+y)
g=(1-y—=36)(1-po)+u(1-9)



Podra [4] postacujuca podmienka stability stacionarnych bodov je:

P(l)=1-p+¢>0
P(—1)=1+p+g>0 (4.11)
P(0)=¢g<l

(Tieto podmienky umoznia, aby koren charakteristickej rovnice bol v jednotkovej kruznici na
komplexnej rovine)

Po tpravach dostaneme z prvej nerovnice podmienky (4.11):

o (4.12)

> _
o+y

Je to rovnaké nerovnica, ako podmienka pre jeden stacionarny bod, z ¢oho vyplyva, Ze ak mame tri

stacionarne body, tak stredny stacionarny bod E nemoze byt stabilny (neméze byt atraktor).

Druhé nerovnica podmienky (4.11) ma po Gprave nasledovny tvar:
u(l—o)(2=68)+uoy+2(2—y—5)>0 (4.13)
Za predpokladu, ze plati 0<d<1,0<o<lau>0 ,podmienka (4.13) je vzdy splnena, pokial plati
zaroven aj nerovnost’
y<2—6 (4.14)
Tato nerovnost’ je splnend, ked’ze plati podmienka, Ze y <1 , aby mala konStanta z ekonomického

hladiska zmysel.
Druhé nerovnica podmienky (4.11) po uprave:

po (1—y—6)>u(1-6)—(y—9) (4.15)
Ak plati, Ze y+d6<1 potom:

1-¢6 y+46
o> — 4.16
I—y—5 ali-—y=o) (10
v opa¢nom pripade, teda y+6>1 potom:
1-6 y+6
o<— + 4.17
—y—6 u(1-y—9) @-17)
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Obr. 14: Oblast stability staciondarneho bodu (0,0) a bifurkacie na jej hraniciach

Na obrazku (14) je zobrazena oblast’, ked’ je stacionarny bod E stabilny a sicasne parametre systému
maju aj ekonomicku interpretaciu. Dolné hranica regionu stability je dana prvou nerovnicou. Horna
hranica 1 je maximalna hodnota z definicie parametra. Ked” dosadime hodnotu dolnej hranice ﬁ
do podmienok pre stabilitu systému, dostavame, ze charakteristicka rovnica (4.10) v bode 1 je rovna
nule, teda jedno z vlastnych Cisiel je rovné 1. Ked hodnota parametra o kles4, koren
charakteristickej rovnice opusta jednotkovu kruznicu, pdvodny staciondrny bod sa zmeni zo stabilného
na nestabilny a vzniknu d’alSie dva stacionarne body (ked’ze tangenciala v tom pripade pretina priamku

1-6  y+$6
I—y—6 u(l—y—o)
na pravej hranici vyznacenej oblasti, dostavame determinant rovny 1, teda dva komplexne zdruzené
korene na jednotkovej kruznici. Pri variacii parametrov prejdeme cez hyperbolu na tseku CD, vlastné
Cisla prestavaju byt rydzo imaginarne a vznikd Hopfova bifurkécia.

v troch bodoch). Toto je typicky priklad vidlovej bifurkdcie. Ked o= , teda

Sumarizacia:
0 * o
o Ak O >§ , tak mame len 1 stacionarny bod £ =(a, O‘g) , V opa¢nom pripade mame
eSte d’alSie 2 symetrické stacionarne body ktorych hodnoty sa daju spocitat’ iba numericky.
e Ak y<2-¢§ ,aslCasne parametre u a o suvo vyznacenej oblasti ABCD na obr. (14),
tak bod E je lokalne asymptoticky stabilny, ak pretneme hranicu na usecke AD, vznika vidlova
bifurkacia, ak na spojnici CD, vznikd Hopfova bifurkécia.

Na nasledujucich obrazkoch je zndzorneny priebeh oboch bifurkécii, pricom v prvom pripade
bifurkacia vznikd varidciou parametra s, kym v druhom sa meni parameter m. VSetky simulacie
vychadzaju z pociatocnych bodov (0.2,0.2) a (-0.2,-0.2), krok dt=0.02 a rozsah oboch osi je 0.8289.
Hodnoty parametrov modelu st uvedené pri kazdom obréazku.



Obr. 15: Stabilny stacionarny bod v
pociatku

$=0.32;d=0.2;m=1.1;g=0.6

Obr. 17: Staciondrny bod v pociatku straca Obr: 16: Staciondrny bod v pociatku je
stabilitu nestabilny, vznikli 2 nové stabilné
$=0.245;d=0.2;m=1.1;g=0.6; staciondrne body

s=0.24;d=0.2;m=1.1;g=0.6;



Obr. 18: Stacionarny bod v pociatku
s=0.3;d=0.2;m=0.99;2=0.6;

Obr. 20: Stacionarny bod v pociatku strdaca Obr. 19: Stacionarny bod zanika a vznika
stabilitu limitny cyklus

s=0.3;d=0.2;m=1.1;g=0.6; $=0.3;d=0.2;m=1.25;g=0.6;



5 Zaver

Praca priblizuje vod do problematiky bifurkacii v nelinedrnych dynamickych systémoch.
Rozobera zakladné postupy pri analyze systému, hladanie stacionarnych bodov a vySetrovanie ich
stability. Rozne typy stacionarnych bodov st znazornené ako vystupy simulaéného appletu. Dalej st
priblizené¢ zakladné typy lokdlnych bifurkacii v jedno- resp. dvojrozmernom priestore. Globalne
bifurkacie su nacrtnuté len okrajovo.

Na Lorenzovom modeli st odvodené podmienky stability stacionarneho bodu v pociatku
suradnicovej sustavy. Z hrani¢nych podmienok st uvahou uréené hodnoty parametrov, pri ktorych
dochadza k Hopfovej bifurkacii. Odvodené hodnoty st podloZené simulaciou, ktord demonstruje vznik
limitného cyklu.

Na Kaldorovom modeli obchodného cyklu je analyzovana oblast’ stability stacionarneho bodu v
pociatku. Vidlova bifurkacia pri prekroceni hrani¢nej hodnoty rychlosti prispdsobovania produkcie k
dopytu spdsobuje vznik dalSich dvoch stabilnych stacionarnych bodov. Pri prekroceni Hopf-
Niemarkovej bifurkacnej krivky, pri ktorej prichddza k bifurkacii, vznika stabilny limitny cyklus ktory
sposobuje cyklické fluktuacie premennych modelu - produkcie a kapitadlovych rezerv. V tomto modeli
vznikaju aj globalne homoklinické bifurkacie, ked systém obsahuje tri stacionarne body a limitny
cyklus. Dalsia analyza by bola mozna pri uvazovani ostatnych parametrov, ked’ze cely systém je vel'mi
komplexny. Dokazuju to aj mnohé prace, ktoré sa stabilitou r6znych modifikacii Kaldorovho modelu
zaoberaju.



6 Priloha: Technicka dokumentacia k appletu SimApp

SimApp je simulacny applet napisany v jazyku Jython, ktory umozZiluje simulovat’ diskrétne
(diskretizované) nelinearne dynamické systémy. Program je mozné spustit’ v l'ubovolnom prehliadaci,
ktory podporuje virtudlny stroj Java (Java Virtual Machine). Dostupnd je aj verzia spustitel'na v okne
mimo prehliadaca, ako aj priamo zo zdrojovych kédov v interprete jazyka Jython.

Systémové poziadavky:

— Java Virtual Machine 1.5 a vysSie - dostupné na java.sun.com

- Procesor Intel Pentium II a vysSie, 200 MB RAM

- Pre online verziu: prehliada¢ podporujtci Javu — Firefox, Safari, Opera, Internet Explorer
- Pre lokalne spust’ant verziu zo zdrojovych kédov — Interpret jazyka Jython

- 3-tlacitkova mys s koleckom

Vlastnosti appletu

Applet simuluje dynamické systémy, ktoré st opisané ststavou maximalne piatich diferencidlnych
rovnic. Rovnice obsahuji nastavitelné konStanty a pocet premennych rovny poctu rovnic. Vyuzivat
mozno niekol’ko zabudovanych zakladnych matematickych funkecii.

Zobrazovat’ je mozné &asovy priebeh maximalne troch premennych v 3D priestore. Casova postupnost’
sa znazoriiuje ako zmena farby. Okrem l'ubovol'ného poctu trajektoérii z l'ubovolnych pociatocnych
bodov applet umoziuje aj zobrazit’ vektorové pole na zadanej 2D rovnobeznikovej ploche.

Pouzivatelské rozhranie

Graf mozno otacat’, zmenSovat resp. zvacSovat’ a posuvat’ v 3D priestore. Posun v x-, resp. y-ovej osi
sa ovlada posunom kurzora pocas stlacené¢ho l'avého tlacitka mysi. Rotacia okolo zvislej osi sa ovlada
pomocou vodorovného pohybu mySou poc¢as podrzaného pravého tlacitka. Analogicky rotacia okolo
vodorovnej osi sa ovlada pomocou zvislého pohybu pricom pravé tlacitko musi byt stlacené. Rotacia
okolo vektora smerujuceho von, resp do hibky obrazovky — teda rotacia v rovine obrazovky sa ovlada
pomocou stlaceného stredného tlacitka mysi a v zvislého pohybu. Otacanie kolecka mysi sposobuje
priblizovanie resp. vzd’alovanie obrazu. Kazda poloha sa da zadat’ aj pomocou numerickych hodnot
polohy v polarnej sustave, priblizenie pomocou rozsahu jednotlivych osi (m6ze byt v kazdom smere
rozdielne) a posun pomocou hodndt posunov v smeroch x a y. Tieto hodnoty mozno zapisat’ resp.
aktualne vycitat’ v nastaveniach.

V dolnej Casti sa nachadzaju nasledovné tlacitka:

Full Redraw - ipIné prekreslenie trajektorii - (pocas pohybu sa prekresl'uje len zjednodusena vypoctovo
menej narocna simulacia)

Reset View - nastavi povodnu polohu grafu, ktord je nastavena ako vychodzia

Settings - otvori menu s nastaveniami simulacie

Graph - prepina vykresl'ovanie grafu na obrazovke

Axes - prepina vykresl'ovanie stiradnicovych osi na obrazovke



Vectors - prepina vykresl'ovanie vektorovych poli na obrazovke
Arrows - prepina vykresl'ovanie Sipok udéavajucich smer pohybu po trajektorii

Graph Vectors AITOWs

Obr. 21: Hlavny panel appletu

Applet obsahuje niekol’ko prednastavenych modelov ktoré nazorne ukazuji teoreticky rozoberané
priklady. Tieto sa daju vybrat’ pomocou vol'by Presets.

Kazdé prednastavenie ma 2 Casti — Model a Render. Model obsahuje matematicky model simulacie a
Render obsahuje nastavenia pomocou ktorych sa simulécia vykresli.

Model

Do kazdého poli¢ka mozno zapisovat’ lubovolny text, aviak spravny model musi spifiat’ ur¢ité kritéria.
V kazdom poli¢ku, ktoré umoznuje zadédvanie viacej hodndt sa tieto oddel'uju bodkociarkou, pokial’ nie
je vyslovne uvedené inak. Na konci zoznamu bodkociarka je povolena ale nie je nutna.

Variables - zoznam premennych modelu, oddelenych bodkociarkou, pricom nazvy mézu byt’ jedno- aj
viacpismenkové. Zakézané st nazvy, ktoré sa vyskytuju inde, napr. - dt, ndzov konStanty

Constants - zoznam konS$tant modelu, oddelenych bodkoc¢iarkou, priCom nazvy mozu byt jedno- aj
viacpismenkové. Zabudované konstanty st e (2.718281828) a pi (3.141592654). Zakazané su nazvy,
ktoré sa vyskytuju inde, napr. - dt, ndzov premenne;j.

dx1/dt ... dx5/dt - diferencidlne rovnice opisujuce simulovany model. Zapisuju sa len pravé strany, pre
kazda premennt musi byt’ definovana rovnica. V rovniciach mézu vystupovat’ premenné a konsStanty
modelu, aritmetické operatory +,-,/,* a nasledovné vstavané funkcie:

Funkcia Popis

acos (x) arkuskosinus (navratova hodnota v radianoch)
asin (x) arkussinus (navratova hodnota v radianoch)
atan (x) arkustangens (navratova hodnota v radianoch)
ceil (x) zakokruhlenie na celé Cislo nahor

cos (x) kosinus (argument v radianoch)

cosh (x) hyperbolicky kosinus (argument v radidanoch)
exp (x) exponencialna funkcia e

log (x) prirodzeny logaritmus loge

logl0 (x) desiatkovy logaritmus logqo

min(x,y) minimum z hodnét x a 'y

max (x,y) maximum z hodnét x a'y

pow (x,Vy) mocnina X'




sin (x) sinus (argument v radianoch)

sinh (x) hyperbolicky sinus (argument v radianoch)
sqgrt (x) odmochnina

tan (x) tangens (argument v radianoch)

tanh (x) hyperbolicky tangens (argument v radidanoch)
fabs (x) absolutna hodnota &isla x

floor (x) cela ¢ast realneho Cisla x

fmod (x,y) zvySok po celoCiselnom deleni (aj pre realne argumenty rozdiel max.
celoCiselného nasobku C&isla y, ktory je mensi ako Cislo x a samotného Cisla x
napr. fmod(2.9, 0.9)=0.2)

hypot (x,y) | vrati euklidovsku dizku vektora +/(x”+°?)

ldexp (x,y) | vratimocninu xx2”

{3 Hopf bifurcation EI

Variables: R4

Constants: EIsGESTINNE

-y + X*(alpha - (powlx,2) + powly, 2))

FOLE . + v (alpha - (pow(x, 2) + powiy, 2300

f
Range X: kR Range Y: jB=EE Range 7: jR=EEE
X-¥ Rot: [WNslsls] Y-Z Rot: [ANelsls] Z-X Rot: [ENsle]s]

IFET R RS2 O, 3. 0)(-0.02, -0.02),(-2.0, -3.0),

[T - O 7, -0 70000 1,00:(0,0. 1):14: 14);

=0, 1200

Begin Color: [Jaelelsls} End Color: [slelss]33
Iterations: Sl Step (du): [sReREEsIIs]s]
offset x: ofset v

Obr. 22: Nastavenia modelu v simulacnom applete

Render
Tato Cast’ obsahuje parametre vykreslenia trajektorii simulacie. Na vykresl'ovanie sa pouziva
pravotociva stradnicova sustava ako na obr. (23)
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Obr. 23: Priradenie farieb
pravotocivej suradnicovej
sustave

[X,Y,Z] Axis - udava, ktora premennd bude vykreslend na ktoru os
Range [X,Y,Z] — rozsah vykresl'ovanej osi

X-Y Rot — rotacia v rovine X-Y voci osi X v pravoto¢ivom smere
Y-Z Rot — rotacia v rovine X-Y voci 0si y v pravotoCivom smere
Z-X Rot — rotacia v rovine X-Y voci osi z v pravoto¢ivom smere

Start points - Poc¢iato¢né podmienky zapisané ako vektory rovnakej dimenzie ako model oddelené
bodkociarkou, vektory uzavreté v oblych zatvorkach a prvky oddelené ciarkou — pr. (2.1, 3.2);(0, 2.1);
Vector Field — Vektorové polia v ktoré zobrazia smernicu modelu v danom bode. Specifikované st ako
n-tice oddelené bodkociarkou, prvky n-tice oddelené dvojbodkou, pricom prvé 3 prvky su vektory
rovnakej dimenzie ako model, d’alSie dva st skalary

(pociatocny bod : vektor A : vektor B : nasobnost A : nasobnost B)

riadok pole sa vytvara tak, Ze k pociatoénému bodu sa pripo€itava vektor A 0 az nasobnost A -krat,
potom sa prida vektor B a vytvori sa ma d’al$i riadok, proces sa opakuje nasobnost B-krat, takto
dostaneme maticu

Priklad:
(V(O,O):(O.S,O):(O,O.S): 10:10);

Stvorcova mriezka s krokom 0.5 v X aj Y-ovej osi, na rozsahu 0-5.

Arrows: Poradie iteracii, v ktorych sa ma smernica zobrazit’ pomocou Sipky
Begin/End color — Pociato¢nd/Koncova farba trajektorie

Iterations — pocet iteracii v jednej trajektorii

Step — krok pri diskretizovani modelu, pri jednej iteracii

Offset X/Y — posun Vv X, resp Y-ovej osi
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